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主力イラル方程式の積分と解の分類
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1 ， 緒 言
時間及び空間一次 元の糸といえども積分可能な相対論的に不変な場のモデルは興味深い。 相互作用
する粒子 をア イ ソトピック空間に導入した対称性と 自発的対称性の破れの機構を使って解釈しようと
いうもくろみに対し， 古典的な意味ではあるが最近のソリトン理論はモデルの積分可能性という点で
強い刺激を与えた。 この方向への発展は目覚ましいものがあり， 大域的なカイラル対称、性理論から局
所的で非可換なゲージ理論にまで及んでいる。 カイラル対称、性とは， 質量のないフエルミ場に現れる
対称性を総称しており， 超伝導にヒントを得た南部等のモデル1 )は J -対称性を持つ典型 的なもので
ある。 このモデルは， Gross-Nev eu が与えたモデル2)と共に逆散乱スキ ムーに従って積分可能で、ある
事が知られている? 一方， Pohlmey erは2次式で条件を課された 自由場， すなわち直交変換に不変な
相対論的な場を考え， それが積分可能で、ある事を示 した? これらの研究から， 拘束を課す事により内
部対称性が得られるのであるが， 対応する系が積分可能となる拘束 又は対称性は， どこ迄拡大される
かという興味が湧く. 言葉を変えれば， 最も一般的なクラスはどの様に表現きれうるかという事にも
なる。 これにある程度 答えたのがZakhanov-Mikhailov の方向で、ある :，ω 彼等は， 主カイラル方程式
(Principal chiral equ ation)として次式を提 示した。 N次正方行列gを複素正則行列の全体より成る
群 G L(N， c)の元として，
(gûf1)け(gηg一1)�ニO ( 1， 1 ) 
(�，η)は光 円推座標， �=(t-x)j2，ηニ(t+x)j之である。Zakhanov等の方向は， 積分可能な方程式を出
発点とした所に特徴がある。 ( 1 ， 1 )式は， Àをpanameterとした方程式
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の解を知れば， 解くことが出来る。 ここでU， VIは(�，がのみに依存する正方行列， øも行列である。
ポテンシャルU， Vを
U=gdァl' V=g，dl' ( 1 ， 3 ) 
としよう。 この時， ( 1， 2 )式の積分可能条件
Uけ九= 0， Uq一九十(U，V]=o ( 1 ， 4 ) 
は ( 1 . 1 )式に等しい。 (1，2 ) ， (1，3 ) を比較すれば， 次式が成立つ。
g(�， η)=φ(λ:�，η) I A�O • ( 1 ， 5 ) 
nu 
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(1. 1)式'i，.すでに述べた南部，Gross-Neveu の他Lund-Regge7)等のモデルも含んでいる。 而るに，
その解の具体的な解析は余りなされていない。 本文では， まずその求積法を論じ， 次いで実線形群上
の解の表示と， その分類が行われる。 この解は，�-叩面上の曲線上で発散する。 これを特異ソリトン
(Singular Soliton) と呼ぶ。特異ソリトンの物理的解釈は難かしいが， 解の分類に効力を示す。
主カイラル方程式がラグランジアン形式で調べられる。 対応するエネルギー ・ モーメ ンタム ・ テン
ソルが計算される。 面白い事に， 各テンソルは一定値となり， 系が拘束を受けている事を示す。Poh­
lmeyer4)に従って， 拘束の除去 が少し一般的に行れ， その系のパラメ トライズが考察される。
2. 主力イラル方程式の積分
(1. 4 )式を満たすU， Vを見出せることがある。 例えば， 定数の時 は最も簡単で‘ある。 とにかし
それをUo' Voとしよう 。 この白明なポテンシャルを(1. 2 )式に使って， 対応する解( 自明解)を，
J(λ・￡万)と記す。/で φ を因子化しよう，
φ(λ，.� ，η )=町λ，.�，万)J(k�，η).
これを(1. 2 )式に代入する。
UI[I'- I[I'Uo 
�. À+ 1 
V 1[1'- 1[1'九一一ιη λ 1 
( 2. 1 ) 
( 2. 2 ) 
この方程式は， いわゆるRiemann-Hilbert の問題に帰されるプ，9，10)駅À:己η ) は IÀI→∞で単位行列Eに
漸近するとして， 次式を考える。
iif( À:�，甲)1[1'-\λ，'�，7}) = G(k�，甲)， A εC. ( 2 . 3 ) 
但し駅À) は閉曲線Cの外部， ザてA は内部に解析接続されるものとする。 而るに， 従来の逆散乱法と
の比較によれば，( 2. 3 )式でG=E， 1[1'= lJf， 1[1'( À) を有理画数とした時 ， その解をソリトン解とß'f-.);'
にふさわしい。 それでÀyん宇土1として， 1[1'及びET
l
を次のよう に表示する。
M A 
引À)=E+ ;E 一一L- ，j=l À-Àj 
M A 
I[I'-\À) = E十Z 二二ιー←.k=lλー ん ( 2. 4 ) 
この時 のRiemann- Hillert 問題を解くのは難かしくない。 行手IJAj ' Ak は縮退していてその階数はl
である:0) 故にケyトとブラ両ベクトルのテンソル積に取れる。
Aj = 1ぷ;>< α ;1. Ak =lak ><."ìら1.
( 2.4)， ( 2.5)式を町À)I[I'-I(入)ニEに代入すれば，
どa.la，) どα 10，)<αJ|=-ZJL3-〈人| ， lW41x〉」LJk Àj 一λk K' " K j '  j Àj-Àk 
( 2. 5 ) 
( 2 • 6 ) 
を得る。 これはくxk l， Ix) についての方程式であり， 従って( 2.4 )は 2種のベクトル〈α:;1， 1 ak > で
表示された事になる。 この表示を式( 2. 2 )に代入してAニÀj ，Ak の留数計算をすれば くα ;1， 1 ak > を定
める方程式が得られる:0)それぞれ自明解rU;)， J(λ ) の満たす式に等しし 容易に積分できる。
くαj(幻)1=(α jlf(A AP)， laμ，η )> =J(Ak :�，7})la:>. ( 2. 7 ) 
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但し， く の， 1<<:> は積 分定数である。
表示(2.4 )は， il =:t 1に極を持たない。そこで(2. 2 )式の il=:t 1の留数を取れば，
U=ØUoφ
I， 
v­AV 
'ゆ
V
4V ・ψ
(
V11
2 
ψ
一
=
=P 
LVAV 
( 2. 8 ) 
dfj(均一øUo )， ( 2. 9 ) 
を得る。但し φ=引A=l，ψ= �IA=-l・( 2. 8 )式から
det U=detUo ' det V=det凡 ， ( 2.10) 
Tr. UニTr.Uo ' Tr. V= Tr. Vo . ( 2. 10) 
(1.3)， (2.10a)式から
白t{g叫=det{g(ι中xp[(�-ω川市一7Jo)Tr. VoJ ( 2.11) 
故にTr.日=Tr. Vo=Oならば，det{g(�， η) } は不安定となる。det{g}が不変な解を gs とし， スカラ
一面撤f(�，η)で g=g' fと書く。 特に，
加)αexp {会((日)川切一7Jo)Tr. Vo) } ， 
とすれば， gsに対し U→U一(l/N)Tr. Uo と置換えれば良い。こは事から Tr. U=Tr. V=O なるケ
ースを考えれば寸分である。gが実数であるとしよう。(1. 2 )， (1. 3 )， (2. 1 )式より町il)=ザ(il*) が
課される。(2. 4 )式にこの対称性を課すと， 2種のケースが考えられるJ第ーのケースは， (Ap ん)
及び(三らん)が実の時であり単純モードと名付ける。今一方のケースとして， 畝il)を，
� I A， A� \ -1 _ � { A. 耳干 I lJf=E+ II --jー+ .:..2_ . I lJf-'=E+I I _:_:ι一+�一 1.戸1 \À-Àj . À-À; j' ド1 \À-Àk k-芯/'
として表現する時ま， (Ap Àj) はは複素数である。これをブレザーモードと名付ける。 このケースの
解法は， 単純モードの時と基本的に変らない。 又， 両モードが混在する事も許される。
( 2.12) 
3. 特殊実線型群上の解の分類
特殊実線型群上 の解， つまりgeSL(N .R)を調べる。以下(Uo， l'o) を定数かつ対角和零とする。
(1. 4 )式からcU1)' l'oJ=O。基本的な N=2の場合を考えょっ， この時は叫=にとして良い。更に
ポテンシャルからgへの写像は， 実定数行列AによるUの変換，ι→A-1UA.に対し不変である。行
列の標準変形から， 次の三種のケースに分類される。
( i )det Uo< 0 : 
Uo= [な二。] ， 
、Illi--J
s 
o
-e 
zh
o 
〆BE5411‘、
一一FJ ( 3 .  a ) 
(ii )det Uo= 0; 
日=( t t j ，
、，，，laEEJタMTi7i
nu 
〆tlaza'ー、
一一7Fd (3. 1 b) 
。。nu 
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( iii) det Uo < 0 : 
日= ( fLlf
o
o ) ベゴニ:::z] (3，lc) 
zはA と(己η)に依存する，zニZ
1
(A)22<α (，1)IW;x>， 但し，
I 1 1 \ r U，^. 0 I I .é\ <α(，\)1=1一一， 一ー� \ vv，= 1 山 J t IX>ニi、|\ ，1 十l' ，1 - 1 ) ' l  0， u10 j \η / 
3. 1 単純モード
極 が一組 (ん， ，11 ) の時が基本となる。式(2.6)， (2. 7)， (3.1)を(2. 4 )に代入して， 1Jf(θ'; t;，η)=E 
-a11/ (，1，Lls)を得る， ここに ajk ニ|α:jk> <α)， Lls= Lls( t;， 71)は(2目6)式のIXj>を解く際に現れる行列式
である。det( g)=，1/ λl であり， gESL(之R) が示される。式(3. 1 )の( i )， ( ii )， ( i i i )に対するム
はそれぞれ以下の様に与えられる。
仰 λ I r アY? ヲ I ， I γ - X? ?  I = 二 exol 日� !:cosh!Z. 日 E Is ，1 l l  ---F \ 2 ) - - - \ -11 2 ) ( 3， 2丘)
、、、‘‘tE，，，/v' ρしク旬十vr e 十γ' e 
J''S『E't、、l一九一一日刊SAU ( 3， 2 b) 
doll) 2(711 z て I-722 t て }� t e cosz.・cosz唱十e sm z， 'smz. I d 入11 \ ‘ 且 ， ) ( 3. 2 c ) 
ここにZ2=z1(AJ)，zh=zl(AJ又は震の添字 (jk)を持つものは.Z jk =Z;-Z k と約束しておく。(2. 7 ) 
式の積分定数は<α � Iニ ( e- \ e- Y2)， 1α :>=( ey\e71)T としてある。パラメ タμによってはLls (t;， 
叩) が零 となる。この時 解は曲線Lls(t;，η)=θ上で発散し， 特異ソリトンとなる。その軌道 は， ( i) 
( ii )では直線的，(iii)では周期的構造を示す。g (t;，η) を書き下す事は省略するカ二( i )では双曲線函数
( ii )では代数函数， (ii i )では正弦函数を含んだ形を取る。
3. 2 ブレザーモード
この時 の行列式Llb(t; ，万)は， 次式で与えられる。
叶 t i2-iく虻>_12，1 l l  I I ，111 ( 3 ， 3 ) 
2重添字 は，，1 jkニAJ-λ とA jk =，1 jーん* で定義される (実数量に対しては，1j kニスj k)， 常に特異ソリト
ンが現れる。 まず( i )では
(1) Ll:;::::cosh 2xl l十cos 2y，. cos 2y，- coth ð.sin 2y，. sin 2y，・ ( 3， 4 ) 
但し，zJ二二吟+ iyj '  Xjk =ろー ら等とした。又coth ðニ ( 1，1 ，l- IA J)/ ( 1 λ，l十1A " r2 )であり， かつ位相因
子となるμは省略した。 主フレーム( X，，=θ)に沿って幅2x，�= log( cothl訓) の帯状域があり， そ の中
に特異軌道 が島状に点在する。(ii )では， 非常に簡単な構造を得る。
4buJ145 5c)切 れ)-/_ (3，5) 
qは実定数，(t;c，n)はある;基準点である。( X， t) 座標系では， 光円推に漸近する2本の双山線を表す。
( iii )のケースは複雑であり省略する。
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3.3 特異ソリトンの相互作用。
行亨IJの次数N及び極の対の数M を増すと， 解析は急速 に難しくなり数値解析が必要 になってくる。
けれど(ç，η)面の遠方での振舞に限って， 尚解析の余地がある。依然として2X2特異ソリトンが重要
である事が判る。ブレザー・モードの内， 次の(UO' VO)について考えよう。
/向。 o 0， ( v10 0 0) 
(α) UOニ10円。 o 1， VO= 1 0 v20 0 I 
' 0 0 u30 ! \ 0 0 v30! 
( 0 V10 0 \ 
(b)日=1 0 0 ulO 1 :と九
\ 0 0 0 J 
(α)のケース: L1� (N= 3) を取ろう。3本の 主フレームX〉=Oが現れる。但し， Xj=R e . {ら-Zkk，}
三Xjj-X帥: (i，j，k) はサイクリyクである。主フレームの半直線上でJ:(N=3)はdなN=2) に漸近す
る。これは， 2ヶの 特異ソリトンが衡突， 相互作用 して， 別の 特異ソリトンをlヶ発生すると解釈で
きる。(b)のケース: L1�I)(N= 3)は， 2ヶの L1�I\N=2) の積に漸近する。これは3x3 ソリトンが2ヶ
の 2X 2ーソリトンに分裂する様に解釈でき， (α)のケースとは異った相互作用 にみえる。
極の対の数が2の 時(M=2 )も， 相互作用として解釈できる。L1�(N二M=2)を例に取ろう。6ヶ
の主フレームが存在し， その内3本の上にL1�(N=之M= 1) が存在できる。つまり，3ヶの、ノリトン
の相互作用 と解釈され，従来のソリトンの 衡突とは異っている。
( 3. 6 ) 
( 3. 7 ) 
4. ラグランジアン形式による定式化
主カイラル方程式 (1 .1 ) は， 次のラグランジアン密度
L= fTr (gJVJ1)， ( 4 1) 
てい作った作用AニffL(ç，叩)d ç dηの変分原理から導ける。(ç，η) についての 並進対称性 よりエネルギー
モーメンタム・テンソル�/が=0，1 )が導入できる。
r Tr . ((g-\g，J-L，ーTr .((g-\g，J 1 〔TU〕 =| 1 1 |! -Tr. ((g ")，gX ]' Tr . ((g ")xιJ+L r 
Lニ(1 /2) Tr.(g，(g-I)，_gx(g-\rJよりん に正準共役な%が定義で、きる。
( 4. 2 ) 
九戸((g-\JJi 又は J= (il )t・
系のエネルギ・モーメントム H， P は，
T 1 _ T T _1 P=T01=-Tr.(π"gx)， H= 1�0=一 Tr.( 一πgπg十g)g ‘ )J.2 
汎函数微分/J/jJgij等を使うと， (1. 1 )式は次の 正準形式に書ける。
( 4. 3 ) 
。Igij jH 
θt /J7rij ' 
8π括 合H
at /Jgij ' 
( 4 . 4 ) 
H= fHdxは系の全ハミルトニアンである。任意の 汎函数F=fF(πij，gij' agj ax)dxの 時間微分8F=
(dF/dt)L1tを取る。8gij= (dg;/dt) L1 t等から，
FD nu 
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dF �打/JF dg.:; ，/J F d7rü \ .'--ニニニ ;> " 一一一一・ 一← . -- 1111': 
dt : 1\ ，ág.:; dt . /J7r.:; dt J一
これに(4.4 )式を代入して， ポアソン括弧が導入きれる。
dF . � � 打/JF /JH 片F jJH \ ーニ{F ，lI}=X I!一一・ 一一 一 一 ・ � Ii:j 1 \ ，ág.:; 片π口 Pπ.:; jJg.:; J 
きて(4. 2 )又は(4.3 )式に(1.3 )式を代入 すると，
吋Tr (U2+U2)， pz-Tr(U2-V 2)
が得られる。一方，(1 .4)式によれば任意の整数制こ対し次式が成立 つ。
_a Tr. (Un)二三Tr.(Vπ)= 0 θη θE 
( 4 .  5 ) 
( 4. 6 ) 
( 4. 7) 
三節に従ってPを計算しよう。簡単のため( i ) のN= 2に ついて計算する。式(2. 4)-(2. 6)から
駅O:ç，叩)=E一(Àll/ÀI)R:Ç.η)， 1p'-\ O:ç.η)=E十(ÀU!λ)R:ç，η). ここにRニlal><αU<αII/<al>) は
射影行列で戸ニP， Tr. Pヒ1 が成立 つ。(2. 2 )式に代入してU， V の射影行列表示 が求まる。
U=σ十 二主- 11・pー .:'.!.!_ p，σ .. 11 =- Pl1oP. 。 1+ À1 - 0 1+ ÀI - 0 (lナÀ1)(1+J:j ) -0 ( A i ぷ ( 4. 8 ) 12 V= α -ユLー σ'3P+ 二.:..!_l_ p，σ _ .. II Pl10P 1-Al u I-A1 3 (1 一 九)(1- Àj ) 以
σ3はPauliのスピン行列である。長い計算の後Tr.[(U-V)( U十V)) =O を得る。従って P = 0， 又
H =すTr.lf =すTr.V. 而るに(4 .7 )式からHは定数となる。
5. カイラル方程式の拘束の除去
Nニ 2のケースを扱う。 ポテンシャルをスピン行列展開(XUj句=U)してベクトル表示(u= (ul' lら
的))する。これからカイラル方程式に同等な(1.4 )式は，次の様 にかける。
2\u，f'ニ(u)\u>， 2\vρ= (u)\v>. 
ここに(u)は， 反対称行列で以下の如く定義 される。
( 0， -�， u. \ 
(u) = I lも， α 一 角|
\ -u.， 14"， 0 ) 
(5.  1 )式は，その不変性からノルム NuC =\<叫u>\ )，Nvを一定として良い。(u) に関 する性質
(u)lu>=α (u)\v> = -(v)\u>， (u)(v) = -< u\ v> + \v>< U\， 
( 5. 1 ) 
に注意する。3ヶのベクトル{\u>， \uρ， (u)\uη>}は互いに直交していて，三次元空間の基底を成 す。
それでベクトル lue>，\v9>は次の様 に 表現できる。
\ ut> = al\ u9> + a2 (u)\ u9>， \v9> = bl\ve> + b2 (v)\ ve>. ( 5. 2 ) 
/ニ〈叫v> なるスカラー変数を定義 する。ノルムの不変性及び(5. 1)，(5.2)から次の方程式系を得る。
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aj�=a2bj +ajιλ 
ん=a2(1-f2j，
blf= b2 bj + bj a2f， 
ん= b2(1-f2)，
f軒=(1-f2)(1-aI bI-azh f ). 
(5. 3 )を(5.3a)に代入する。
(5.3a) 
(5.3b) 
(5.3c) 
ff� � 1. _1. � 1 Ile a l�=a2 bj+ 庁2 aj， b lf =b2aj+ � --; 2 bj . (5.4) lf � � ' 1-1 2 � ・
(5. 4 )式で、い2が無いと al' bj=1/刀才2"，こ留意して， aj=a //ï才てbj= b //ïて(2と書くと a�=�b，
beニb2a . 更にゆ'e=aψ" I/I�= bψ なる仇ψを導入するとa�+aø/，ψ=b!l+bø/Iψとなり先程の関係と比較し
て
ψ，/ψ=九 ‘rþ.ll/F=a2 
を得る。これは式(5.3b)を使えば積 分でき， 1/F=!(1+刀/U-f)となる。 (5.3 )式は，最終的に，
2ヶの変数f，ゅの方程式に帰着される。
Lー と乙 一位士益金一f軒=(1-F)ーん� -;----;;- - I/Ie偽 I/I#n = - .n� . - :-< . ( 5. 5 ) 9 1-f2 Y' Y'� 1+1 ' 拘 1 一 戸
これは，次のラグランジアン密度から導ける。
_/� 1-1 一 一一 一 一 一�1/I_l/In+2f 1一戸 1+1 rp'9 ( 5. 6 ) 
ノルムの不変性に注意して lu>をパラメトライズする。 3ヶのパラメータで表示される。それで，
luo> をある定ベクトルとして1 u(α'，ß， y)> =R(a，ß， y)luo>とすれば，行列Rは三次元の回転群に属する。
lu> の第2成 分が純虚数であるから，ReO(3，C)である。その形は次の通りである。
R(a，β�y)=Rj(α) R2(β) Rs( y)， ( 5. 7 ) 
( 1， 0 ， 0 ， ( cosβ， 0， -sinβ， (coshy ，-i sinhrO\ 
Rj(α)=1 0， cωha ， i sinha 1 ' 九(β)=1 0 ， 1 ，  0 1， Rs( y)=1 i sinhy coshy I叫.
lα -i sinha， cosha ) 'sinβ ，O， oosβ) ， 0 ， 0 ，刀
(3. 1 )式 の 分類に習って fを計算する。( i )<uolu o>=l . luo>=lv o>=1αα1>とすれば，
I=<u(α'，ß'， r' ) u(a，ß， y) >=<uoIRT(α'，ß '， y) R(a，ß，y)luo> 
d β一β" . ，  " l.dβ'一β 1= ; CoS-� ，- ; 卜 cosh(a一α )-; sin- � '� J・cosh(α+八
( iii ) < uol vo> = -1.1 uo>ニIvo>=1ααえかとすれば，
I=A( a'，a:'Ý， y)cos(β'一β)+B(α'，ad，y)sin(ß'-β)-C(α， ，a:-y'， y) . 
(5.8a) 
(5.8b) 
但し，v司Z芋w-十1=ζ月ま( i )では符号を変えるが( iii )では負定値( f;豆一1)である。特に( i i i  )でな
実数数Oで 1=-cosh8 とパラメタライズでき，式 (5.5)は次の様に書ける。
1 cosh( 8 /2) 。'#n=sinh8一 ・一一一一一:;- 1/1#1/1" .9 2 sinh3 ( 8 /2) r. 亨 九。=(O，ee+oeo，)/sid10. ( 5. 9 ) 
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6. 結 言
カカイラル方程式の積分並ぴに実線型群上の特異ソリ トンの分類が行われた。 一般には， Riemann­
Hilb ertの問題に帰するが， ソリ トン解の計算は簡単で、 あり， 行列の次数による困難は克服され， 従
来のものにないタイプの相互作用が見出された。 系のエネルギーモーメンタムが，典型的な2x2特異
ソリトンに対し計算されたが， 結果は定数となって拘束を受けている事が判った。 この計算の目的は，
特異ソリトンの物理的解釈に あったが， 別の角度から これを考える必要が ある。 そ こで拘束の除去が，
Pohlmey er に習って実行され， Lund-Regge のと似た方程式( 5. 9 )が導出された。 本文では扱われ
なかったが， このタイ プには， やはり逆散乱スキームが存在すると思われる了 これから改めて系の保
存量が計算できるはずで あり， その結果は興味が ある。
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付 記
本文の第3節は， 1981年2月の京大基研セミナーで講演済みである:
T. Kawata， V. E. Zakharov， A. V. Mikhailov : “Singukzrities 01 t he Principal Chiral Field on SL( N， R)"， 
Seminor in Reseanch Institute for Fundamental Physics， Kyoto， Dec. 1981. 
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Integration and Classification of the 
Principal Chiral Equation 
Tsutomu Kawata 
The principal chiral equation giving several types of relativis tically invariant field models 
is integrated dy a new version of the inverse sc attering method. We special ly treat the solu­
tion on SL( N，R) ，  which shows singular behaviours. Complicated solutions are well classified 
by using basic 2 X 2 - singular solitons. The energy-momentum tensor is cal culated but resu­
lts in trivial. This suggests that the system is under constraint. We remove this constraint 
and obtain a similar type of eguation as the one of Lund-Regge. 
〔英文和訳〕
主力イラル方程式の積文と解の分類
川| 回 勉
多くの相対論的場のモデルを与える主カイラル方程式が新しい意味の逆散乱法により積分される。
特異性を示すSL(N，R) 上の解が扱われる。 複雑な解でも 基本的な2 X 2 特異ソリトンの相互作用と
して理解され， 分類される。
この系のエネルギー・ モーメンタム・テンソルは計算の結果定数となってしまう。 これからこの系
は拘束を受けている事を指差する。 この拘束の除去が行われ， Lund - Regge のに類似な方程式が導
出される。
(1983年10月31日受理)
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